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"Ãðàôè÷åñêèé ïîäõîä ðåøåíèÿ

èíæåíåðíûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé è
äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè"

Ïðåäñòàâëåí ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îï-
òèìèçàöèè, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ äîïóñêàåòñÿ äåêîìïîçèöèÿ çàäà÷è íà
ïîäçàäà÷è ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè è èñïîëüçîâàíèå ïðèíöèïà îïòèìàëüíî-
ñòè Áåëëìàíà ïðè èõ ðåøåíèè. Â îòëè÷èå îò àëãîðèòìîâ äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èñïîëüçóþùèõ òîò æå ïðèíöèï, â ãðàôè÷åñêîì àëãî-
ðèòìå âñå âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ íå îòäåëüíî,
à ãðóïïàìè. Ýòî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì åñëè ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå
àíàëèòè÷åñêèé âèä öåëåâîé ôóíêöèè, ò.å. ðàáîòàòü ñ "ãðàôèêîì" ôóíê-
öèè, ïðåîáðàçîâûâàÿ åãî íà êàæäîé ñòàäèè ñîãëàñíî àíàëèòè÷åñêîìó âè-
äó. Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü òðóäîåìêîñòü
ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷, à òàêæå ñòðîèòü ýôôåêòèâíûå àïïðîêñèìàöè-
îííûå ñõåìû. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñâèäåòåëüñòâóþò îá
ýôôåêòèâíîñòè ãðàôè÷åñêîãî ìåòîäà.

Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä èñïîëüçóåò òîò æå äåêîìïîçèöèîííûé ïîäõîä ê
ðåøåíèþ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, ÷òî è ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ñëîâîñî÷åòàíèå "äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå" âïåðâûå áûëî èñ-
ïîëüçîâàíî â 1940-õ ãîäàõ Ð. Áåëëìàíîì1 äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà íàõîæ-
äåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, ãäå îòâåò íà îäíó çàäà÷ó ìîæåò áûòü ïîëó÷åí
òîëüêî ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷, "ïðåäøåñòâóþùèõ" åé. Êëþ÷åâàÿ èäåÿ ìå-
òîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Çà÷à-
ñòóþ, ÷òîáû ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, ìîæíî ðàçáèòü åå íà ïîäçàäà-
÷è, ðåøèòü èõ, òàêæå èñïîëüçóÿ äåêîìïîçèöèþ, è ïîñëå ÷åãî îáúåäèíèòü
ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷ â îäíî îáùåå ðåøåíèå. Â ïðîöåññå äåêîìïîçèöèè âîç-
íèêàåò ìíîæåñòâî èäåíòè÷íûõ ïîäçàäà÷, è òîëüêî îäíà çàäà÷à ìíîæå-
ñòâà ðåøàåòñÿ â ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò
ñîêðàòèòü ïåðåáîð äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ÷åðåç DPA (Dynamic Programming Algorithm), à ãðàôè÷åñêèé
àëãîðèòì, ñîîòâåòñòâåííî, GrA (Graphical Algorithm). Â DPA íà êàæäîì

1Ìåòîä îïèñàí Áåëëìàíîì â ïðèâû÷íîé íàì òåðìèíîëîãèè â 1953ì ãîäó.
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øàãå (íà êàæäîé ñòàäèè) j âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè
Fj(t) äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà t (äëÿ êàæäîãî ñî-
ñòîÿíèÿ) ïðîöåññà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, ãäå t ∈ [0, A], t ∈ Z, ãäå A �
íåêîòîðûé ÷èñëîâîé ïàðàìåòð çàäà÷è. Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ Fj(t)
ôóíêöèåé Áåëëìàíà. Ôàêòè÷åñêè ýòà ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíè-
ÿì öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ ïîäçàäà÷è ðàçìåðíîñòè j åñëè îíà ðåøàåòñÿ
â óñëîâèÿõ (ïðè ñîñòîÿíèè ñèñòåìû) t. Íà ïðàêòèêå DPA ðåàëèçóåòñÿ â
ðåæèìå "êàëüêóëÿòîðà ò.å. ïåðåáèðàþòñÿ âñå ñîñòîÿíèÿ t ∈ [0, A], t ∈ Z.
Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ, è ïîëó÷åí-
íîå çíà÷åíèå Fj(t) ñîõðàíÿåòñÿ â ÿ÷åéêó ïàìÿòè (â òàáëèöó). Ýòè A + 1
÷èñëîâûõ çíà÷åíèé èñïîëüçóþòñÿ íà ñëåäóþùåì øàãå j + 1. Îäíàêî çà-
÷àñòóþ íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü (è ñîõðàíÿòü â ïàìÿòè) çíà÷åíèÿ
Fj(t) äëÿ êàæäîé òî÷êè t ∈ [0, A], t ∈ Z. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî íà íåêîòî-
ðîì èíòåðâàëå [tl, tl+1) âû÷èñëÿåìàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà àíàëèòè÷åñêè
â âèäå Fj(t) = φ(t) (íàïðèìåð, Fj(t) = k · t + b, ò.å. ôóíêöèÿ Fj(t) îïðå-
äåëåíà â òîì ÷èñëå äëÿ íåöåëûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà t). Òîãäà ïðîöåññ
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè Fj+1(t) íà øàãå j+1 ìîæíî îðãàíèçîâàòü òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû ó÷èòûâàòü íå îòäåëüíûå çíà÷åíèÿ Fj(t), à ïðåîáðàçîâûâàòü
ôóíêöèþ Fj(t) â Fj+1(t) àíàëèòè÷åñêè, ñîãëàñíî çàäàííûì ðåêóðñèâíûì
óðàâíåíèÿì Áåëëìàíà.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ïðîáëåìû ìèíèìèçàöèè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà
çàäàíû ñëåäóþùèå ðåêóðñèâíûå óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà:

Fj(t) = min


Φ1(t) = α1

j (t) + Fj−1(t− a1j), j = 1, 2, . . . , n;
Φ2(t) = α2

j (t) + Fj−1(t− a2j), j = 1, 2, . . . , n;
. . . . . .

Φkj(t) = α
kj
j (t) + Fj−1(t− a

kj
j ), j = 1, 2, . . . , n,

(1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

F0(t) = 0, äëÿ t ≥ 0,
F0(t) = +∞, äëÿ t < 0.

(2)

Â (1) çíà÷åíèÿ k, k = 1, . . . , kj, áóäåì íàçûâàòü "ñðàòåãèÿìè" , îïðåä-
ëåííûìè äëÿ äàííîãî ýëåìåíòà ñèñòåìû j. Êàæäîé ñòðàòåãèè k, k =
1, . . . , kj, ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ Φk(t) è çíà÷åíèå ïåðåìåííîé xj = xk

j ,
ó÷àñòâóþùåé â èòîãîâîì ðåøåíèè. Ïåðåìåííàÿ xj � óïðàâëÿåìûé ïàðà-
ìåòð íà øàãå j ïðîöåññà. Òðóäîåìêîñòü DPA äëÿ òàêîé ñèñòåìû ðåêóð-
ñèâíûõ óðàâíåíèé ðàâíà O(

∑n
j=1 kjA) îïåðàöèé.
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Òàáëèöà 1: Âû÷èñëåíèÿ â DPA
t 0 1 2 . . . y . . . A
Fj(t) çíà÷0 çíà÷1 çíà÷2 . . . çíà÷y . . . çíà÷A
÷àñòè÷íîå
îïòèì. ðåøå-
íèå X(t)

X(0) X(1) X(2) . . . X(y) . . . X(A)

Òàáëèöà 2: Âû÷èñëåíèÿ â GrA
t [t0, t1) [t1, t2) . . . [tl, tl+1) . . . [tmj−1, tmj

]
Fj(t) φ1(t) φ2(t) . . . φl+1(t) . . . φmj

(t)
÷àñòè÷íîå îïòèì.
ðåøåíèå X(t)

X(t0) X(t1) . . . X(tl) . . . X(tmj−1)

Äëÿ çàäà÷ ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè, òàêèõ êàê çàäà÷à î ðàíöå èëè
çàäà÷à ðàçáèåíèÿ, äëÿ íåêîòîðûõ îäíîïðèáîðíûõ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñà-
íèé, kj = 2, j = 1, . . . , n è x1

j = 1, x2
j = 0. Åñëè â òàêèõ çàäà÷ âû÷èñëåíèÿ

DPA íåîáõîäèìî ïðîâåñòè íà êàæäîì øàãå j = 1, 2, . . . , n, ãäå n ðàçìåð-
íîñòü çàäà÷è, òî òðóäîåìêîñòü DPA îáû÷íî ðàâíà O(nA) îïåðàöèé. Ïå-
ðåìåííàÿ xj � äëÿ çàäà÷è î ðàíöå èìååò èíòåðïðåòàöèþ "âêëþ÷àòü èëè
íå âêëþ÷àòü ïðåäìåò â ðàíåö" .

Íà øàãå j, j = 1, 2, . . . , n, DPA ìû âû÷èñëÿåì è ñîõðàíÿåì â ïàìÿòè
êîìïüþòåðà äàííûå, ïðåäñòàâëåííûå â Òàáëèöå 1.

Â Òàáëèöå 1 âåêòîð X(y), y = 0, 1, . . . , A, ñîñòîèò èç j ýëåìåíòîâ (çíà÷å-
íèé) x1, x2, . . . , xj. Äàííûé âåêòîð îïèñûâàåò íåêîòîðîå ÷àñòè÷íîå îïòè-
ìàëüíîå ðåøåíèå.

Òà æå ñàìàÿ èíôîðìàöèÿ èíîãäà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå,
ïðèâåäåííîì â Òàáëèöå 2, ãäå 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tmj

= A. Òî÷êè
t1, . . . , tmj

áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè èçëîìà, ò.ê. â íèõ èçìåíÿåòñÿ óðàâ-
íåíèå, çàäàþùåå ôóíêöèþ Fj(t).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè Fj+1(t) â GrA ìû ñðàâíèâàåì ïðîìåæó-
òî÷íûå ôóíêöèè Φ1(t), . . . ,Φkj+1(t), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Ôóíêöèÿ Φk(t) ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé äâóõ ôóíêöèé αk
j+1(t) è Fj(t−

akj+1). Ôóíêöèÿ Fj(t − akj+1) èìååò òó æå ñòðóêòóðó, êàê ïðåäñòàâëå-
íî â Òàáëèöå 2, íî ãäå êàæäûé èíòåðâàë [tl, tl+1) çàìåíåí íà èíòåðâàë
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[tl − akj+1, tl+1 − akj+1), ò.å. ìû ñäâèãàåì ãðàôèê ôóíêöèè Fj(t) âïðàâî íà
akj+1 åäèíèö. Åñëè àíàëèòè÷åñêèé âèä ôóíêöèé Fj(t) è αk

j+1(t) íåñëîæåí
(íàïðèìåð, îíè ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè), òî ïîñòðîèòü
ôóíêöèþ èõ ñóììû òàêæå íåñëîæíî. Åñëè ôóíêöèÿ αk

j+1(t) ïðåäñòàâèìà
â âèäå Òàáëèöû 2 ñ µk ñòîëáöàìè, òîãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ
Φk(t) â òàáëè÷íîì âèäå, ñ mj + µk ñòîëáöàìè.

Ôóíêöèþ Fj+1(t) = min{Φ1(t), . . . ,Φkj+1(t)} ìû âû÷èñëÿåì ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ïóñòü òàáëèöà, êîòîðîé çàäàíà ôóíêöèÿ Φk(t), ñîäåðæèò
èíòåðâàëû (ñòîëáöû)

[tk0, t
k
1), [t

k
1, t

k
2), . . . , [t

k
(mj+µk)−1, t

k
(mj+µk)

], k = 1, . . . , kj+1.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè Fj+1(t), ìû ñðàâíèâàåì âñå ôóíêöèè Φk(t), k =
1, . . . , kj, íà êàæäîì èíòåðâàëå, ñôîðìèðîâàííîì òî÷êàìè

{tk0, tk1, t12, . . . , tk(mj+µk)−1, t
k
(mj+µk)

|k = 1, . . . , kj+1}.

Íà êàæäîì èç ýòèõ èíòåðâàëîâ óðàâíåíèå, çàäàþùåå ôóíêöèþ Φk(t), k =
1, . . . , kj, èçâåñòíî (ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ), ïîýòîìó ìîæíî àíàëèòè÷å-
ñêè íàéòè òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ (íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèè � êóñî÷íî-
ëèíåéíûå, òî ÷òîáû íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ èõ ëèíåéíûõ ôðàãìåíòîâ
äîñòàòî÷íî ðåøèòü òðèâèàëüíîå óðàâíåíèå) è ïîñòðîèòü ôóíêöèþ ìèíè-
ìóìà çà O(mj + µk) îïåðàöèé, ãäå mj + µk � êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ, íà
êîòîðûõ èùóòñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ è ñðàâíèâàþòñÿ ôðàãìåíòû ôóíê-
öèé. Ïóñòü µ′ � îáùåå êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. Òîãäà â òàáëèöå,

ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Fj+1(t), áóäåò íå áîëååM = kj+1mj+
kj+1∑
i=1

µi+µ′

èíòåðâàëîâ. GrA ìîæíî ïîñòðîèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå íåöåëî÷èñëåí-
íûå òî÷êè èçëîìà áóäóò èñêëþ÷åíû èç òàáëèöû Fj+1(t). Íàïðèìåð, åñëè
â òàáëèöå ïðèñóòñòâóþò äâà èíòåðâàëà [tk−1, tk) è [tk, tk+1), ãäå tk /∈ Z, òî
ìîæíî çàìåíèòü èíòåðâàëû íà [tk−1, ⌊tk⌋] è [⌊tk⌋ + 1, tk+1) è ó÷èòûâàòü
ïîëó÷åííûé ðàçðûâ íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ. Òîãäà M ≤ A. Ôàêòè÷åñêè
íà êàæäîì øàãå j, j = 1, 2, . . . , n, ãðàôè÷åñêîãî àëãîðèòìà ìû ðàññìàò-
ðèâàåì íå âñå òî÷êè t ∈ [0, A], t ∈ Z, íî òîëüêî òî÷êè, â êîòîðûõ ìåíÿ-
åòñÿ îïòèìàëüíîå ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå èëè ìåíÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèé âèä
ôóíêöèè Fj(t). Äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ (äëÿ íåêîòîðûõ öåëåâûõ ôóíêöèé),
êîëè÷åñòâî òàêèõ òî÷åê M íåáîëüøîå, è ãðàôè÷åñêèé àëãîðèòì èìååò
òðóäî�åìêîñòü O(

∑n
j=1 kj min{A,M}) îïåðàöèé, âìåñòî O(

∑n
j=1 kjA) îïå-

ðàöèé êàê â àëãîðèòìå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Áîëåå òîãî, GrA èìååò ñëåäóþùèå ïðåèìóùåñòâà ïåðåä DPA:

4



• ñ ïîìîùüþ GrA ìîæíî ðåøàòü ïðèìåðû ñ íåöåëî÷èñëåííûìè ïà-
ðàìåòðàìè;

• âðåìÿ ðàáîòû GrA íà äâóõ ïðèìåðàõ ñî ìíîæåñòâîì ÷èñëîâûõ ïà-
ðàìåòðîâ P è ìíîæåñòâîì ïàðàìåòðîâ {b · 10l ± 1|b ∈ P}, l > 1,
ñîâïàäàåò, â òî âðåìÿ, êàê âðåìÿ ðàáîòû DPA áóäåò â 10l ðàç áîëü-
øå íà âòîðîì ïðèìåðå. Òî åñòü ñ ïîìîùüþ GrA, ìîæíî ðåøàòü
ïðèìåðà �áîëüøîãî ìàñøòàáà�;

• ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå âíóòðåííèå ñâîéñòâà çàäà÷è (íàïðèìåð,
äëÿ çàäà÷è î ðàíöå, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ïðåäìåò ñ íàèìåíüøåé
óäåëüíîé ñòîèìîñòüþ íå îêàçûâàåò âëèÿíèå íà ôóíêöèþ Áåëëìà-
íà);

• èçâåñòíî, ÷òî GrA äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ èìååò ïîëèíîìèàëüíóþ
òðóäîåìêîñòü, â òî âðåìÿ, êàê èñõîäíûé àëãîðèòì DPA � ïñåâäîïî-
ëèíîìèàëüíóþ. Èëè æå GrA ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåò òðóäîåìêîñòü
DPA (íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è 1(no− idle)||max

∑
wjTj).

Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííûõ ãðàôè÷åñêèõ àë-

ãîðèòìîâ.

Ïðåäëîæåíà ïîëíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêèìàöèîííàÿ ñõåìà (FPTAS),
îñíîâàííàÿ íà äàííîì ãðàôè÷åñêîì àëãîðèòìå, êîòîðàÿ èìååò ìåíüøóþ
òðóäîåìêîñòü ñðåäè èçâåñòíûõ àíàëîãè÷íûõ àëãîðèòìîâ.

Ãðàôè÷åñêèé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ìîäèôèöèðîâàí â FPTAS ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Ïóñòü ìû ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðóþ çàäà÷ó ìèíèìèçà-
öèè. Ïóñòü δ = εLB

n
, ãäå LB � íåêîòîðàÿ èçâåñòíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà öå-

ëåâîé ôóíêöèè. Ïóñòü òàêæå èçâåñòíà âåðõíÿÿ îöåíêà UB òàêàÿ, ÷òî
UB
LB

íå ïðåâûøàåò íåêîòîðóþ êîíñòàíòó c. ×òîáû ñîêðàòèòü òðóäîåì-
êîñòü GrA, íåîáõîäèìî ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî êîëîíîê â òàáëèöàõ Fj(t).
Ïðè÷åì êîëè÷åñòâî ýòèõ êîëîíîê ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
0 = b1j , b

2
j , b

3
j , . . . , b

mj+1
j â ýòèõ êîëîíêàõ. Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü òîëü-

êî òå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (è èíòåðâàëû), äëÿ êîòîðûõ Fj(t) < UB, ò.ê.
îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ íå âëèÿþò íà èòîãîâóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ. Òîãäà
ïðèìåì b

mj+1
j < UB.

Â òàáëèöå Fj(t) ìû áóäåì õðàíèòü íå îðèãèíàëüíûå çíà÷åíèÿ bkj , íî

çíà÷åíèÿ bkj ÿâëÿþùèåñÿ áëèæàéøèì ê bkj çíà÷åíèÿìè, äåëÿùèìèñÿ áåç
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îñòàòêà íà δ. Ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì UB
δ

= c·n
ε

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé

bkj . Òîãäà ìîæíî áóäåò ïðåîáðàçîâàòü òàáëèöó ôóíêöèè Fj(t) â òàáëè-
öó ïðèáëèæåííîé ôóíêöèè ñ íå áîëåå ÷åì 2 c·n

ε
êîëîíêàìè. Ïðè÷åì äëÿ

äàííîé ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè F ′
j(t) âûïîëíÿåòñÿ |Fj(t)− F ′

j(t)| <
δ ≤ εF (π∗)

n
. Åñëè ìû áóäåì âûïîëíÿòü ïîäîáíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïî-

ñëå êàæäîé ñòàäèè GrA, òî íàêîïëåííàÿ îøèáêà íå ïðåâûñèò çíà÷åíèÿ
nδ ≤ εF (π∗), è òðóäîåìêîñòü ïðèáëèæåííîãî GrA áóäåò O(n

2

ε
), åñëè òðó-

äîåìêîñòü èñõîäíîãî GrA ðàâíà O(ndmax).

Ñðàâíåíèå ãðàôè÷åñêîãî àëãîðèòìà è äâóõ ðå-

àëèçàöèé ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ

Ñðàâíèâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãðàôè÷åñêîãî ìåòîäà è äâóõ âîçìîæ-
íûõ ðåàëèçàöèé ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ âûøå-
óïîìÿíóòûõ çàäà÷. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåé
òàáëèöå. Ïóñòü Θl = {x1p1 + x2p2 + . . . + xlpl|x1, x2, . . . , xl ∈ {0, 1}} è
tLBn ∈ (−∞,+∞) � çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ Fn(t

LB
n ) = LB.

Òàáëèöà 7: Ñðàâíåíèå DPA, GrA è àëüòåðíàòèâíîãî DPA
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Ñâîéñòâî Êëàññè÷. DPA GrA Àëüòåðíàòèâ
DPA

Ìîæåò ëè ðåøàòü
ïðèìåðû pj /∈ Z è
ïðèìåðû ñ áîëüøè-
ìè pj

íåò äà äà

ðàññìîòðåíû ñîñòî-
ÿíèÿ t

âñå t ∈
[0, dmax]

∩
Z

òîëüêî t, ãäå èçìåíÿ-
åòñÿ íàêëîí ôóíêöèè
Fj(t)

òîëüêî t èç Θl

Òðóäîåìêîñòü äëÿ
èñõîäíîãî ïðèìåðà

O(nmin{dmax,
UB})

O(nmin{dmax, UB}) O(nmin{dmax,
UB})

- äëÿ çàäà÷è
1||

∑
GTj

O(ndmax) O(nmin{dmax, UB}) O(nmin{dmax,
UB})

- äëÿ çàäà÷è1(no-
idle)||max

∑
wjTj is

O(nmin{dmax,
UB})

O(nmin{dmax,
UB,

∑
wj})

O(nmin{dmax,
UB})

Íàõîäèò îïòèìàëü-
íûå ðåøåíèÿ äëÿ
âñåõ âîçìîæíûõ
âðåìåí ñòàðòà
îáñëóæèâàíèÿ
t ∈ [0, d] çà âðåìÿ

O(ndmax) O(ndmax) -

. . . t ∈ (−∞, tUB
n ] çà

âðåìÿ
O(nUB) O(nUB) -

. . . t ∈ (−∞,+∞) çà
âðåìÿ

O(nF (π′, dmax)) O(nF (π′, dmax)) -

Òðóäîåìêîñòü
FPTAS

O(n
3

ε
log n

ε
)) O(n3/ε)∗ O(n3/ε)∗∗

∗ Çà ýòî âðåìÿ, äëÿ âñåõ t ∈ (−∞, tUB
n ] áóäóò íàéäåíû ðåøåíèÿ, àáñîëþò-

íàÿ ïîãðåøíîñòü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò εLB. Äëÿ âñåõ t ∈ [tLBn , tUB
n ], tLBn ≤

0 ≤ tUB
n , áóäóò íàéäåíû ðåøåíèÿ ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ, íå áîëü-

øå 1 + ε.
∗∗ Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå áóäåò íàéäåíî òîëüêî äëÿ âðåìåíè ñòàðòà îá-
ñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé t = 0.

Òàáëèöà 8: Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
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Çàäà÷à Òðóäîåìêîñòü GrA Òðóäîåìêîñòü
FPTAS

Äîê-
âà
NP-
òðóä-
òè

1||
∑

wjUj O(min{2n, n ·min{dmax, Fopt}})
1|dj = d′j + T |

∑
Uj O(n2)

1||
∑

GTj O(min{2n, n · {dmax, nF
∗}}) O(n2 log log n +

n2

ε
)

+

B − 1 O(min{2n, n ·min{dmax, F
∗}}) O(n2/ε) +

B − 1G O(min{n2 ·min{dmax, F
∗}}) O(n3/ε) +

1|dj = d|
∑

wjTj O(min{n2 ·min{d, F ∗}}) O(n3/ε)
1(no-
idle)||max

∑
wjTj

O(min{2n, n ·
min{dmax, nF

∗,
∑

wj}})
O(n2 log log n +
n2

ε
)

+

1(no-
idle)||max

∑
Tj

O(n2)

1(no-
idle)|rj|max

∑
Tj

+

Çàäà÷à îá èíâåñòè-
öèÿõ

O(
∑

kjA) O(
n·
∑

kj
ε

(1 +
log log n))

P-cost O(nA logA) O(n2/ε log(n/ε)+
n2 log log(

∑n
j:=1 cjbj))

+
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