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Задача линейного программирования (ЛП) в канонической
форме:
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Задача ЛП в общей форме:
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min
x∈X
〈c , x〉 = min

x∈X
c1x1 + . . .+ cnxn

X = {x : Ax = b, x > 0} =

=

{
ai1x1 + ai2x2 + . . .+ ainxn = bi , i = 1,m
xj > 0, j = 1, n.

Строки матрицы A линейно независимы. Переход от основной
задачи линейного программирования к канонической задаче

ai1x1 + . . .+ ainxn − xn+i = bi , i = 1,m.

min c1x1 + . . .+ cnxn + 0 · xn+1 + . . .+ 0 · xn+m.

Обозначим

Pj =


a1j
a2j...
amj

 , j = 1, n, P0 =

 b1...
bm

 = b.

x1P1 + x2P2 + . . .+ xnPn = P0.
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Будем предполагать m < n, m – ранг матрицы A.
Пусть x = (x1, . . . , xk , 0, . . . , 0)- план – опорный, если векторы
P1, P2, . . . ,Pk линейно независимы. Если k = m, то план
называется невырожденным, в противном случае –
вырожденный.
Теорема. Для того, чтобы план x = (x1, . . . , xk , 0, . . . , 0) был
опорным ⇐⇒, чтобы x – была угловой точкой множества
допустимых решений (планов).
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Итерационный шаг метода состоит в переходе от угловой точки
x к угловой точке x ′, так что 〈c , x ′〉 < 〈c , x〉. Базис из m
векторов Pj ; при переходе от одного опорного плана к другому
базис изменяется

min 2x1 −x2 +3x3 −2x4 +x5 +4x6
x1 +2x3 +x4 −2x5 = 4
2x1 +x2 −x3 +2x5 = 6
−x1 +2x3 +x5 +x6 = 8

xi > 0, i = 1, 6.
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2 −1 3 −2 1 4
Базис Cбаз P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6
P4 −2 4 1 0 2 1 −2 0

min
{

4
−2

∖/
, 6

2 ,
8
1

}
P2 −1 6 2 1 −1 0 ©2 0
P6 4 8 −1 0 2 0 1 1

18 −10 0 2 0 5∗ 0
P4 −2 10 3 1 1 1 0 0
P5 1 3 1 1

2 − 1
2 0 1 0

min
{

10
1 ,

3
− 1

2

∖/
, 5

5
2

}
P6 4 5 −2 − 1

2 �
��
5
2 0 0 1

3 −15 − +∗ 0 0 0
P4 −2 8 19

5
6
5 0 1 0 − 2

5

P5 1 4 3
5 0.4 0 0 1 1

5

P3 3 2 − 4
5 − 1

5 1 0 0 2
5

−6 − − 0 0 0 −
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В базис вводят столбец Pj для которого
m∑

i=1
Cбазjxij − cj > 0, в

некоторых схемах max, в некоторых первый попавшийся

Pj =
m∑

i=1
Piбаз. Ведущий элемент ◦:

xj = min
i :xij>0

{
xi

xij

}
= min

{
4
−2

∖/
,
6
2
,
8
1

}
.
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min x1 −x4 −x5 +x6
x1 +x4 +x5 +x6 +x7 = 1

−2x1 +x2 +x4 −3x5 +4x6 = 0
−3x1 +x3 +4x4 −2x5 +x6 = 0

xi > 0, i = 1, 7
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1 0 0 −1 −1 1 0
Базис Cбаз P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

P7 0 1 1 0 0 1 1 1 1
P2 0 0 −2 1 0 ©1 −3 4 0
P3 0 0 −3 0 1 4 −2 1 0

0 −1 0 0 1 1 −1 0
P7 0 1 3 −1 0 0 4 −3 1
P4 −1 0 −2 1 0 1 −3 4 0
P3 0 0 ©5 −4 1 0 10 −15 0

0 1 −1 0 0 4 −5 0
P7 0 1 0 7

5 −3
5 0 −2 6 1

P4 −1 0 0 −3
5

2
5 1 ©1 −2 0

P1 1 0 1 −4
5

1
5 0 2 −3 0

0 0 −1
5 −1

5 0 2 −2 0
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1 0 0 −1 −1 1 0
Базис Cбаз P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

P7 0 1 0 1
5

1
5 2 0 2 1

P5 −1 0 0 −3
5

2
5 1 1 −2 0

P1 1 0 1 2
5 −3

5 −2 0 ©1 0
0 0 1 −1 −2 0 2 0

P7 0 1 −2 −3
5

7
5 6 0 0 1

P5 −1 0 2 �
��
1
5 −4

5 −3 1 0 0

P6 1 0 1 2
5 −3

5 −2 0 1 0
0 −2 1

5
1
5 2 0 0 0

P7 0 1 4 0 −1 −3 3 0 1
P2 0 0 10 1 −4 −15 5 0 0
P6 1 0 −3 0 ©1 4 −2 1 0

0 −4 0 1 5 −1 0 0
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1 0 0 −1 −1 1 0
Базис Cбаз P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

P7 0 1 1 0 0 1 1 1 1
P2 0 0 −2 1 0 ©1 −3 4 0
P3 0 0 −3 0 1 4 −2 1 0

0 −1 0 0 1 1 −1 0
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Если функция f (x) = 〈c , x〉 принимает одинаковые значения в
нескольких вырожденных угловых точках, то, по-видимому,
возможны более сложные бесконечные симплекс-процессы, в
частности явления зацикливания с участием в цикле базисов
различных таких точек.
Можно ли избежать зацикливания, или, точнее, появления
бесконечных симплекс-процессов?
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Определение. Любое уточняющее (1.4.34), (1.4.35) правило
выбора разрешающего элемента, с помощью которого можно
избежать зацикливания, или, точнее, появления бесконечного
симплекс-процесса, во всякой канонической задаче (1.4.1),
назовем антициклином.
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Определение 1.5.2. Говорят, что вектор x = (x1, . . . , x l ) ∈ Rl

лексикографически положителен [отрицателен], и обозначают
x � 0[x ≺ 0], если x 6= 0 и первая ненулевая координата
вектора x положительна [отрицательна]. Говорят, что вектор
x ∈ Rl лексикографически больше [меньше] вектора y ∈ Rl , и
пишут x � y [x ≺ y ], если x − y � 0[x − y ≺ 0].
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Другими словами, запись x � 0 означает, что существует такой
номер p, 1 6 p 6 l , что x1 = . . . = xp−1 = 0, xp > 0, остальные
координаты xp+1, . . . , xn могут быть любыми.
Лексикографическое неравенство x � y означает
существование такого номера p, 1 6 p 6 l , что
x1 = y1, . . . , xp−1 = yp−1, xp > yp.
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Опираясь на определение 1.5.2, несложно вывести следующие
важные для дальнейшего изложения свойства отношения �:
1) если x � 0, то αx � 0 для всех чисел α > 0;
2) если x � y , то αx � αy для всех α > 0;
3) если x � 0, y � 0, то x + αy � 0 для всех α > 0;
4) если x � 0, то y � y − αx для всех α > 0 и y ∈ Rl .
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Определение. Пусть M0 – некоторое множество целых
(номеров), и пусть Y = {xi = (x1

i , x
2
i , . . . , x

l
i ) ∈ Rl , i ∈ M0}.

Вектор xs , s ∈ M0, называется лексикографическим
минимумом множества Y , если для всех i ∈ M0 либо xi � xs ,
либо xi = xs . Обозначение: xs = lex min

i∈M0
xi .
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ЛЕММА 1.5.1. Пусть M0 – конечное множество номеров, и
пусть в множестве Y = {xi ∈ Rl , i ∈ M0} все векторы
различны. Тогда лексикографический минимум множества Y
достигается на единственном векторе xs ∈ Y . Для определения
номера s нужно последовательно строить множества, M0,

M1 =

{
s : s ∈ M0, x1

s = min
i∈M0

x1
i

}
, . . . ,

Mp =

{
s : s ∈ Mp−1, x

p
s = min

i∈Mp−1
xp
i

}
. . . до тех пор, пока не

будет обнаружено множество Mν , 0 6 ν 6 l , состоящее из
единственного номера s, который и будет искомым.
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Доказательство. В простейшем случае, когда множество M0
состоит из единственного номера s, xs – искомый вектор по
определению. Поэтому пусть M0 содержит более одного
номера. Тогда строим множество M1. Если M1 содержит лишь
один номер s, то x1

s < x1
i для всех i ∈ M0, i 6= s, и ясно, что

xs = lex min
i∈M0

xi . Если M1 содержит по крайней мере два номера,

то строим множество M2 =

{
i ∈ M1 : x2

s = min
i∈M1

x2
i

}
и т.д.
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Пусть уже построены множества M0 ⊃ M1 ⊃ . . . ⊃ Mp, p < l ,
причем множества M0, . . . ,Mp−1 содержат более одного
номера. Если Mp состоит из одного номера s, то xs – искомый
вектор. Если Mp содержит более одного номера, то строим
множество Mp−1 и т.д. В крайнем случае, когда множества
M0, . . . ,Ml−1 окажутся состоящими более чем из одного
номера, этот процесс закончится построением множества

Ml =

{
s ∈ Ml−1 : x l

s = min
i∈Ml−1

x l
i

}
.
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Если бы множество Ml содержало два различных номера s, q,
то у векторов xs , xq все координаты были бы одинаковыми, т.е.
xs = xq. Однако по условию в множестве Y нет двух
одинаковых векторов. Следовательно, Ml состоит из
единственного номера s, причем xs = lex min

i∈M0
xi .

Лемма доказана.
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Опираясь на отношение � для векторов, введем отношения
P
�,

∆
� на множестве симплекс-таблиц. Не стремясь к общности
построений, ограничимся следующим определением,
достаточным для дальнейших рассмотрений.
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Определение 1.5.4. Симплекс-таблицу S = S(v ,B) угловой
точки v с базисом B назовём лексиграфически положительной

и будем обозначать S
P
� 0, если все её строки

Pi = (γi0, γi1, . . . , γin) � 0, i = 1, r . Скажем, что
симплекс-таблица S1 = S(v1,B1) лексикографически больше
другой симплекс-таблицы S2 = S(v2,B2), и будем обозначать

S1
∆
� S2, если строка ∆ = ∆(v1,B1) = (∆10, . . . ,∆1n) таблицы

S1 лексикографически больше строки
∆(v2,B2) = (∆20, . . . ,∆2n) таблицы S2.
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Пусть v – какая-либо угловая точка множества X с базисом
B = (Aj1 , . . . ,Ajr ) и симплекс-таблицей S = S(v ,B), пусть это
будет таблица 1.4.3. Предположим, что таблица S
удовлетворяет условиям (1.4.34) и уже зафиксирован
какой-либо номер k со свойствами

k /∈ I (v), ∆k = ∆k(v) > 0
Ik(v) = {i : 1 6 i 6 r , rik(v) > 0} 6= ∅ (1.5.6)

из (1.4.34). Выберем номер s и разрешающий элемент γsk из
условия

Γs(v)

γsk(v)
= lex min

i∈Ik(v)

Γi (v)

γik(v)
, s ∈ Ik(v). (1.5.7)
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Задача о питании
В сутки на одного человека требуется (в граммах на 1 кг веса)

Белки Жиры Углеводы Калории
4 5 13 110 Средние

данные содерж. основных пищевых инградиентов (в граммах) и
калорий в продуктах:

Белки Жиры Углеводы Калории
Молоко 3 3 4 62 x1
Каша манная 3 6 16 137
Каша гречневая 3 5 16 124
Творог 12 8 3 141
Желток 1 шт.(15 гр) 2 4 1 60
Мясо II категор.
морожен.(нетто) 19 4 0 114 x2

Рыба (треска) 15 1 0 65
Масло сливочное 1 79 1 734 x3
Сахар 0 0 96 390 x4
Хлеб белый из
муки II сорта 7 1 46 229 x5

Яблоки 1 0 12 48 x6
Рыбий жир 0 100 0 900
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1) Метод искусственного базиса. Если нет единичных векторов
Pj , то их строят:

c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn + Mxn+1 + . . .+ Mxn+m min
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn + xn+1 = b1 M– большое число.
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn + xn+2 = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn + . . . xn+m = bm
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2) Если задача 〈c , x〉 – max, то решаем 〈−c , x〉 – min.
3) Если для некоторых xi нет ограничения > 0, тогда
xi = x ′i − x ′′i , причем x ′i , x

′′
i > 0.

4) Если опорный план оказался вырожденным, то ∃ xi = 0, т.е.
возможно зацикливание. Метод возмущенияю

P0 = X1P1 + 0P2 + x3P3

Выбираем малое ε > 0 и

P ′0 = (X1 +ε)P1 +ε2P2 + (x3 +ε3)P3– находится прибл. решение.

План x называется базисным, если (n −m), его компанент = 0,
а Pj1 , . . . ,Pjm линейно независимы. План невырожденный, если
xj > 0.
5) Если некоторое bi < 0, то умножают i строку на (−1).
Задача на минимакс

max
16S6k

 n∑
j=1

csjxj − ds

−min
x

AX = b, x > 0.
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Сводится к задаче линейного программирования

xn+1−min;
n∑

j=1

csjxj−ds 6 xn+1, s = 1, k , AX = b, x > 0.

6) Если мы хотим ввести в базис Pj , но все коэффициенты в
этом столбце < 0, то значение целевой функции = −∞.
Приготовление задачи для решения её симплекс методом:
1) Все свободные члены ???? неотрицательными.
2) Все неравенства путем добавления или вычитания ????
равенствами.
3) Если нет xi > 0, то xi = x ′i − x ′′i , x

′
i > 0, x ′′i > 0.

4) Если нет единичных векторов для базиса, то вводят
искусственные переменные 〈c , x〉+ Mxn+1 . . .

2x1 − x2 + 2x3 min
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x1 + 2x2 + 3x3 = 5
2x1 − x2 − 2x3 6 −4
x1 + x2 + x3 6 2
x1, x2 > 0
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Задача. Имеется сырьё в объёме C и n технологических
процессов. Если количество x сырья использовать в i-м
технологическом процессе, то получим прибыль fi (x). Как
распределить сырьё между процессами, чтобы получить
максимальную прибыль.

n∑
i=1

fi (xi )→ max,
n∑

i=1

xi = c , xi > 0, i = 1, n. (1)

Вводим функцию Беллмана

Bk(y) = max
k∑

i=1

fi (xi ),
k∑

i=1

xi = y , xi > 0, i = 1, k .

B1(y) = f1(y),

Bk+1(y) = max
06z6y

{Bk(y−z)+fk+1(z)} −
06y6c

уравнение Беллмана.

Bk(y), k = 1, 2, . . . , n – функции от одного аргумента.
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Достоинства метода:
1) исходная задача максимизации по n переменным свелась к
(n − 1) задаче максимизации по одной переменной;
2) функции fi могут быть заданы таблично, графически,
алгоритмически;
3) по результатам вычислений Bk(y) легко построить решение
задачи (1) при варьированных значениях c и n; это позволяет
провести анализ чувствительности решения задачи (1) к
изменениям указанных параметров.
Пример c = 5, xi – целочисленны, n = 3

x 0 1 2 3 4 5 y 0 1 2 3 4 5
f1(x) 0 1 2 3 4 5 B1(y) 0 1 2 3 4 5
f2(x) 0 0 1 2 4 7 B2(y) 0 1(0) 2(0) 3(0) 4(0,4) 7(5)
f3(x) 0 2 2 3 3 3 B3(y) 0 2(1) 3(1) 4(1) 5(1) 7(0)
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B1(y) = f1(y)
В скобках указано значение z .

B2(y) = max
06z6y

{B1(y − z) + f2(z)}

Оптим. знач. кр. B3(5) = 7, если x3 = 0, x2 = 5 и x1 = 0.
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Примеры для задачи распределения ресурса
©1 c = 15

i 1 2 3 4 5

fi (x) x
2, если x > 3
0, если x 6 3

x2

15 10− x max{0, x − 4}

©2 c = 16

i 1 2 3 4 5
fi (x) max{0, x − 10} max{0, x − 8} x x2

14 7− x

a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 6 40.
10

©3 c = 15

i 1 2 3 4 5

fi (x)
3, если x > 7
0, если x 6 7

x x2

14 max{0, x − 7} 8− x
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©4 c = 20

i 1 2 3 4 5

fi (x) x + 2
2x , если x > 10

x, если 5 6 x 6 10
0, x 6 5

x2

15 2x − 1 max{0, x − 8}

©5 c = 18

i 1 2 3 4 5

fi (x) x + 1
5, x > 10
2, x 6 10

x2

12 max{0, x − 12} max{2, x − 10}

©6 c = 20

i 1 2 3 4 5
fi (x) max{0, x − 10} x2

15 2x − 10 x max{4, x − 12}
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©7 c = 19

i 1 2 3 4 5

fi (x) x
5, x > 10
0, x 6 10

max{0, x − 11} max{4, x − 15} x2

12

©8 c = 20

i 1 2 3 4 5

fi (x) x
4, x > 10
0, x 6 10

max{2, x − 12} x2

15 20− x

©9 c = 21

i 1 2 3 4 5

fi (x) x
5, x > 12
0, x 6 12

max{3, x − 13} x2

16 25− x

©10 c = 20

i 1 2 3 4 5

fi (x) x
6, x > 11
0, x 6 11

max{2, x − 12} x2

17 24− x
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©11 c = 25

i 1 2 3 4 5

fi (x) x
5, x > 13
0, x 6 13

max{0, x − 14} x2

15 max{0, 20− x}

©12 c = 26

i 1 2 3 4 5

fi (x) x
10, x > 15
0, x 6 15

max{0, x − 15} x2

20 max{0, 10− x}
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